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Abstract. We study the closed idéal in the Beurling algebras p of holomorphic 
function / in the bidisc such that J2n m>o + + fn)'^ < +00. We 

détermine the function / e ^ such that the ideals generated by / coincide with 
the idéal generated by their zéros set. 

1. Introduction 

Soient D le disque unité du plan complexe et ^(D") l'algèbre du poly- 
disque, l'algèbre des fonctions continues sur D et holomorphes sur B" munie 
de la norme 

ll/l|oo = sup{I/(z)I : zeB"}. 

Lorsque B est une algèbre de Banach incluse dans ^(D"), f £ B et E est 
un ensemble fermé de D ; on notera par: 

• Isif) = fB l'idéal fermé de B engendré par /. 

• Zf = {z ÇiJ} : f{z) = 0}, l'ensemble des zéros de /. 

• Ib{E) = {g b : = 0}, l'idéal d'annulation de B sur E. 

Dans ce travail nous nous intéressons à la détermination des fonctions f B 
qui satisfont Isif) = Isi^f) dans le cas 011 B est une algèbre de Beurling 
analytique à poids polynômial. Dans le cas de l'algèbre du disque, B = 
^(B), le théorème de Beurling- Rudin donne une caractérisation complète 
des idéaux fermés de A{p). En particulier, si / € ^(B) telle que Zf dT 
alors /^(D)(/) = Ij^(p-){Zf) si et seulement si, / est extérieure : 

/w=exp^"!;;±£iogi/(.»)i|. 

Dans une série d'articles [H El [8] motivés par le probème de Levin ^12j . 
H. Hedenmalm s'est intéressé aux idéaux fermés de certaines algèbres de 
fonction en plusieurs variables. Il a obtenu dans le cas de l'algèbre du 
bidisque les résultats suivants : 

Théorème. [6, 7J 

(1) Soit f € ^(B^) telle que Zf C {1} x B, alors /^(d2)(/) = /^(o2)(Z/) 
si et seulement si les fonctions f{-,w) sont extérieures pour tout w S 
B et la fonction /(l, •) est soit identiquement nulle soit extérieure. 
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(2) Soit f G ^(D^) telle que Z/ = {1} x Dul x {1}, si 

I log \f{z, w)\ \ = 0(1/ mf(|l — z\,\l — wD), z— >1 ou w ^ 1, 

alors = X lui X {1}). 

Pour a > 0, considérons maintenant les algèbres de Beurling analytiques 
suivantes : 

■■={! = Y. ■ Il/Il" = E + < 

n>0 n>0 

Dans [TÔ], J.P. Kahane a montré que si / G ^+ telle que Zj = {1} alors 
-^^+(/) = -^^+({1}) si et seulement si / est extérieure. Notons que dans ce 
cas cette condition est équivalente à 

lim (l-|z|)log|/(z)|=0. 

\z\^l- 

Mentionnons également que la caractérisation des idéaux de A'^ parait com- 
pliqué, voir à ce sujet [5j. 

Pour tout a, (3 > 0, on considère les algèbres de Beurling du bidisque 
suivantes : 

:= {fiz,w) = J2 an,mz''w^ G A(p^) : 

ri,m>0 

ll/IU,/3:= E !an,m|(l+nr(l + m)^<+oo}, 

ra,mGN 

Dans ce travail nous étendons les résultats obtenus par H.Hedenmalm ([6l 
[71 E]) aux algèbres A'^ p. Nous montrons les deux théorèmes suivants: 

Théorème 1. Soient {a, (3) G [0, l[x]0, 1[ et f e telle que Zf = 

{1} X D. Alors I A+ if) = I ,+ ({1} X D) si et seulement si les fonctions 
f{-,w) sont extérieures pour tout t<; G B. 

Comme conséquence du Théorème [T] nous obtenons 

Corollaire. Soient {a, (3) G [0, l[x]0, l[ et f e telle que Zf = {(1,1)}. 
Alors (/) = ({(1,1)}) si et seulement si les fonctions f{-,l) 
/(l, •) sont extérieures. 

Théorème 2. Soient (a,/3) g]0, 1[x]0, 1[ ei / G telle que Zf = {1} x 
lui X {1}. Si 

I log 1/(2;, u;)| I = 0(1/ inf (|1 — z\,\l — w\)), z ^ 1 ou w ^ 1, 
alors lA+^if) = ^^i'^} x lul x {1}). 

Notons que pour a > 1 ou /3 > 1, des résultats analogues, faisant inter- 
venir les dérivées partielles de /, peuvent être obtenus de la même manière. 

Le paragraphe 2 sera consacré à l'étude de la notion de la (5-visibilité qui 
jouera un rôle fondamental dans la preuve du théorème 1 et du théorème 2. 
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2. La 5-visibilite 



Dans cette partie nous rappelons la notion de la (^-visibilité introduite et 
étudiée dans [H EJ [3l HJ [13] . Soit A une algèbre de Banach commutative 
unitaire. L'ensemble des caractères de A sera noté à4a- La transformation 
de Gelfand associée à A est l'application: 



Ga: a 

X 



C{Ma) 
X : (f) e Ma 



(1) 



oii C{M.a) est l'algèbre des fonctions continues sur Ma- 
Soit n £ N. Pour tout / = (/i, /2, /«,) G A"-, on pose 



E 

fc=i 



1/2 



5/ 



1/2 



Définition 3. Soit < ô < 1. On dit que le spectre de A est ô ^-visible s'il 
existe une constante C„((5), qui dépend de ô et de n, telle que pour tout f = 
(/i,/2,-",/n) e 11/11 < 1 vérifiant ôj > ô, il existe g = (gi, 92, £/n) e 
A" tels que 



k=l 



Posons 

Cn{ô,A) := supl inf {| 



\9\\ ■ a 



\9\\<Cn{5). 

n 

= (51,- •• ,9n) e ^" et ^Qkfk = 1}}, 



k=l 



le sup étant pris sur les / = (/i, 
En particulier 



, fn) e A^ telles que 5f > 5 et 



< 1. 



Cr{5,A) := sup{||/-^|| : ||/|| < 1 et \fi4>)\ >ô (0 G Ma)} 

2.1. La (5— Invisibilité pour les algèbres de Beurling. Considérons les 
algèbres de Beurling à poids suivantes 

^„ = {/ G C(T) : ll/IU := Yl l/NK^ + I^D" < +^}- 

nez 

Munie du produit ponctuel et de la norme ||.||q-, Aa est une algèbre de Ba- 
nach commutative unitaire. En identifiant son spectre à T, la transformation 
de Gelfand devient : GAaif) = / pour tout / G Aa- H a été démontré dans 
[21 [3], que le spectre de Aa est 5-1-visible pour tout < ô < 1. Plus 
précisément pour tout a g]0, 1[ on a C-i_{6,Aa) < c/fJ^"*"^/". 
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Ce résultat peut être étendu aux algèbres de Beurling en plusieurs variables. 
Soient a, (3 > et soit Aa,i3 l'algèbre de Beurling définie par: 

Aa,(3 = {f€CiT^):\\f\\a,f3:= Y. l/(n,m)|(l + |n|)"(l + |m|)'^<+oo}, 

Munie du produit ponctuel et de la norme ||.||a,/3, Aa,i3 est une algèbre de 
Banach commutative et Tinitaire dont le spectre peut être identifié à T^. 

Nous avons le résultat suivant: 

Lemme 4. Soient a > et [3 > Q. Posons 7 = inf{l,a, /?}. On a 

Ci{S,Aa,p) < c5-(3+4(i+"+/^)), < (5 < 1, 

où c est une constante qui dépend seulement de a et de (3. 

Preuve. Soit / G Aa,i3 telle que |/| > 5 > et telle que ||/||a,/3 < 1- Pour 
tout < /? < 1, on pose 

fp{z,w) := /(n,m)pl"l+H^"u;"^^ p < \z\ < 1/ p et p < \w\ < 1/p. 

Posons an,m = fin, m) et 7 = inf{a,/3, 1}. Pour G T, on a 

\f{z,w)-fp{z,w)\ = \ Y a,,„(l-pH+H)^n^™| 

n,m& 



n + m 



< sup 1 ,/"', ; ^ < 2(1 — pY' 



n.mt 



Soit p tel que 2(1 — p)'^ = ô/3. Le rayon spectral de (/ — fp)fp ^ est stricte- 
ment inférieur à 1 et 

Soit > 2, on a 

\\{f - fpriUp = \\{ E a.,^(l-pN+H)^n^-)^||^^^ 

(1 _ ... (1 — phpl+l'»?!) 

- n^'mfez (1 + |ni|)"(l + \rm\)P . . . (1 + |np|)"(l + \mp\)(^ 

X (1 + Im + . . . + np|)°^(l + |mi + . . . + mpl)^ (3) 
Puisque (1 + |ni + .. + np\) < p max (1 + \nk\), 

l<k<p 

\\{f-m\a,p 

<p-+P sup s^ps^pj] 2 I ~|^.,'. ^ 1' ^ (1 + + \mi\)^ 

ni,mjeZk=l 1=1 fj[ (1 + \nq\r{l + |mq|)A< 

<_p(«+/3)(2(l -p)7)î'-2. (4) 
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Posons fp^ ^(n,m) = bn,m, P > 0- L'inégalité de Hôlder et l'égalité de 
Plancherel-Parseval, nous donne 

n,mÇ:'L ngZ mgZ 

,1/2 



< 



pTUp-^T ^pTUp- 

- 5P+l(l_p)a+/3+r (^) 

De dSD, dH) et dSD on en déduit que 

< 5] ii(/ - /pnuii/p"^-^ik/3 

p(a+/3)(2(l _p)7)P 



< ll/p ^IIq!,/3 + ll/p + _ N27+a+/3+l 



^' p>2 

C C 

< 



(53(1 - p)"+/3+l ^3+i(a+/3+l) ■ 

□ 

2.2. La 5— 2— visibilité de l'algèbre La (5-2-visibilité pour une algèbre 

de Banach commutative et unitaire revient à la résolution de l'identité de 
Bezout avec contrôle des normes des solutions. Le cas d'une variable à été 
traité dans [4J. Nous étendons ce résultat au cas de plusieurs variables. 

Théorème 5. Soient /i, /2 € et < ô telles que 

< \fiiz)\^ + \f2iz)\^ < 1, zeB^ 
Il existe hi,h2,£ A^ ^ telles que 

hh + /2/12 = 1, 

\\hAlp+\\h2\\l(,<ô-^-^^. 

OÙ Ca^f3 est une constante qui ne dépend que de a et de {3. 
Ce théorème signifie que 

C2(5,^+^) <'^"'-^ G<ô<i. 

Compte tenu du théorème HJ la preuve du théorème [5] est une conséquence 
directe du lemme suivant: 

Lemme 6. Soient a, /? > 0. On a 
où c est une constante universelle. 
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Pour chaque fonction g G ^(D^) et pour < r, s < 1 on définit la fonction 
{g)r,s e ^(11)2) par 

{g)r,s{z,w) = g{rz,sw) z,w eB. 

Soit dz = d/dz la dérivée partielle par rapport à la variable z et on désigne 
par Hol ÇU) l'ensemble des fonctions holomorphes sur l'ouvert U. Nous avons 
besoin du sous-lemme suivant: 

2 

Sous— lemme 7. Soient U un voisinage ouvert de Bi et a,b & C°°(W) tels 
que 

b{z,w) = ~j ^il^dA(e), z,weB, 

où dA est la mesure d'aire. On a 

b{n, m) = 0, (n, m) G N x Z, 

b{n,m) = 2 {a)r,i{n + l,m)r~"'dr, (n,m)0NxZ. 
Jo 

De plus, si f E Hol {U), alors 

J2 \fb{n,m)\{l+nni + mf <2\\f\\^,p 1 \\{a)r,i\\a,pdr. 

n,m=0 Q 

Preuve. Par le théorème de convergence dominée on a 



D 

D'après le théorème de Pubini on obtient: 

b{n,m) = -^2j{J a{Cyne-''^^d^){^ J f^de)dA{0. 

DO 

Si (n, m) G N X Z, alors b{n, m) = 0. Sinon 
b{n,m) = ^J{J a{i,é^)e-'^'^d^)r''-'dm 

D 

1 2tï 2tt 

1 

= 2j (a)^i(n+ l,m)r~"dr. 
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Puisque 

oo m 

fb{n,m) = ^ ^ b{-l,k)f{n + l,m- k), 

1=1 k=—oo 

alors 



J2 |76(n,m)|(l + nr(l + 



n,m=0 

oo oo 



E lEE^H,^)/(n + Z,m-A:)(l+nr(l + 



n,m=0 1=1 k<ra 

oo oo 



- ^^\h{-l,k)\{l + \k\f\f{n + l,m-k)\{l + n + l)'^{l + m-kf 

n,m=0 1=1 k<r 



<ii/ik/5EEi^H,A;)i(i + iA;i)^ 

1=1 -oo 



< Il / l|a,/3 



1=1 -oo 



1 

/3 y" \\ia)r,i\\a,pdr. (6) 



^ lia,, 



□ 

Preuve du lemme [6l Soit ô g]0, 1] et soient /i,/2 £ -^as satisfaisant 



||/l||^,;3 + ||/2|l^,^<l, 

F{z,w) = \h{z,w)\^ + \f2{z,w)\'' >6\ 



(7) 



2 

Supposons d'abord que fi et /2 sont holomorphes au voisinage de D . On 
pose 

^i = Y' î = l,2. 

Comme dans la résolution du problème de la couronne [TT], nous allons 
corriger la solution {(pi,(p2) de l'équation ficpi + /202 = 1; pour aboutir a 
une solution holomorphe au voisinage du bidisque. D'abord, on commence 
par corriger les fonctions et (f>2 par rapport à la première variable z, soit 

91 = 4'i + Î2h, 

92 = <p2- fib, _ 
dzb = (j)idz4>2 - 4>2dz(t>i = a. 

Il est facile de vérifier que figi + f292 = 1 et que les fonctions gi [i = 1,2) 
sont holomorphes sur le disque, par rapport à la première variable. Ensuite, 
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nous corrigeons à nouveau les fonctions obtenues gi et (72 comme suit 

' hi = gi + f2d, 
< h2 = 02- fid, _ 

dwd = gidu,g2 - g2dwgi = c. 

On obtient ainsi des fonctions hofomorphes sur le bidisque hi , /i2 satisfaisant 
l'identité de Bezout suivante /i/ii + /2/12 = 1- 
Les solutions b et d sont données par: 

biz,w) = -- I '^$^dA{0 et d{z,w) = -- f 4^dA{C) . 

TT J Z TT J Ç-W 

ID) D 

Dans ce qui suit nous allons majorer les normes de hi et de /i2- On a 

il^l|U,/3 = 1101 + /2& + /2d|U,/3 

00 

< ||0i|U,/3+ Y. \hKn,rn)\{l+nr{l+mf 

n,m=0 

00 

+ \hd{n,m)\{l+nr{l+mf, (8) 

n,m=0 

On a 

||0l||a,/3 < \W~^\\aA\h\U,P < Cl{ô\AaMh\kp- (9) 

D'après le sous-lemme [71 on obtient 

oo J, 

Y |£6Km)|(l+nr(l+m)^<2||/2|U,/3 / \\{a)r,i\\a,pdr. (10) 

n,m=0 Q 

Puisque 

ll(«)r,l||Q,/3 = Il (^{dzf l)r,lif2)r,l - {h)r,l{dzf2)r,lj (F^^)r,l |U,/3 
< W)r,l\\l,p {\\{dzh)rAUA\{h)rAU,p + || (/l V,! |U,;3 1| (Ô.^V.l lU,/^) 
< Cr\5\A^,p) (||(ô,/i),,i|U,^||/2|U,;3 + ||/l|U,/3||(Ô./2).,llla,/3) , 

donc 

1 

j \\{a)r,i\\a^pdr <C-i'{6^,Aa,p)y- 
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Pour i = 1,2 
1 



J \\{dji)r,i\\a,pdr = j ^ n|7i(n,m)|(l + nr(l + m)V-idr 



g ra,m=0 



< ll/î||a,/3- 

Ce qui donne 

1 

\\{a)rA\a,pdr < 2 Ci^{ô^ Aa,f3)\\fl\\a,l3\\h\\a,p- (H) 

En combinant les inégalités ()10p et (jlip . on obtient 

oo 

Y, \mn,m)\{l + nr{l + mf <ACr\ô\AaMi\\a,(3- (12) 

n,m=0 

Dans ce qui suit nous allons majorer la quantité suivante 

oo 

\hd{n,m)\{l+n)''{l+mf. 

n,m=0 

En utilisant le sous~lemme [7] on obtient 

oo J. 

Y \hd{n,m)\{l + nr{l + mf <2\\f2\\a,f3 1 \\{c)i,s\\a,/3ds, (13) 

n,m=0 g 

Oll 



c = 9idy,g2 - g2dwgi = 4'idw(l)2 - (t>2dw4>i - dyjb. 
De la même façon que dans l'équation (fTTj) on peut montrer que 
1 



4>ldyj(p2 - 4'2dw4>l) \\a,pds <2 Cl {Ô ,Aa,l3)\\fl\\a,l3\\f2\\a,p- (14) 
l,s 







Puisque 



Ou,b{z,sw) = / — dA[t,), z,weD, 

TT J Ç - Z 



d'après le sous-lemme U\ on obtient 

{du]b)i^s{n,m) = 0, (n, m)GNxZ, 

(d^b)i,s{n,m) <2 \(d^(a)r,s\{n + l,m)r~''dr, (n,m)^NxZ. 
Jo 

Ce qui entraîne que 

1 11 

\\{du]b)i^s\\a,i3ds <2 j j \\{dy,a)r,s\\a,i3drds. 





10 BOUYA; EL-FALLAH; KELLAY 

Comme a = {dz{h)f2 - fidzf2^F~^, on a 
dwa = (^dzdn,{fi)f2 + dzhdu,f2 - 8^/18^/2 - fidzdwf2^F'^- 

Or, 

Il {dzdyj{fl)f2 + dzhdwf2 - dwfidzf2 - fldzdwf2] (F"^ ) 
V / r',s \ / r,s 

< Ci^(5^, ^a^/j) ^||(92(9^(/i)r,s||a,/3|l/2|U,/3 + ||(?2 (/l)r,l ||a,/3 1| C^to (/2) l,s ||a,/3 
l,s||a,/3||'9z(/2)r,l||a,/3 + || /l ||a,/3 1| C^zC^w (/2)r,s ||q:,/3 ) • 

De plus, 

||(Ô.(/l)/2 - JMh))rAhd^l + Î2dMr,s{^~\Ao.,P 

<Ci'{ô\A^,p)(\\{dz{h))rAUA\Î2\U,p + m^ 

X (^||/l||a,/3||(<9ui/l)l,s|U,/3 + 11/2 |U,/3 II (9^1/2)1,5 lU,/?) • 

Ce qui donne 

1 1 

\\{dwa)rAa,i3drds 


<4Ci2(5^^,,^)||/i|U,^||/2|U,^ + 2Ci3(52^^„,^)||/i|U,^||/2|U,^ 

<6Ci3(<52,^„,^)||/l|U,;3||/2|| 

Donc 

1 

j \\id^b)i Ja.,(3ds < 12 Ci'^{S\AaMfl\\a,l3\\f2\\a,f3. (15) 


En combinant ([H]), ^ et ([H]), on obtient 

oo 

^ |^d(n,m)|(l + nr(l + m)^<28Ci3(5^^„,^)||/i||„,^. (16) 

n,m=0 

Les inégalités ([8]), ([9]), ([T2|) et ([T6|) entraînent que 

||/ii|U,/3 < 33 Ci'^{Ô^Aa,p)\\fi\\a,p. 
De la même façon on peut montrer que 

||^2||a,/3 < 33 Ci'^((5^,^a,/3)||/2||a,/3. 

On obtient donc 

(l|/il|ll/3 + l|/i2||^,;3)'/'<33 C,'(.ô\Aa,fs). 
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On suppose maintenant que /i et /2 ne sont pas holomorphes au voisinage 

2 

de D . On considère les fonctions {fi)r,r et (/2)r,r {r < !)■ Donc il existe 

hi,r,h2,r G ^a,/3 tel que 

(/l)r,r^l,r + (/2)r,r^2,r = 1, 

< 

. (Il^l,r||^,^+||/i2,r||^,^)'/' <33Ci3(5^^^,^), r<l. 
Puisque peut être identifié comme le dual de 

La boule unité fermée de ^ est compacte pour la topologie *— faible. On 
en déduit qu'il existe /ii, /12 £ -^a /? tels que 

/i/ii + /2/i2 = 1, 

(ll^ill',/3 + 11^21!^,^)^/^ < 33 C^^Ô^A.,p). 
Ce qui termine la preuve du lemme[6l 

3. Preuve du Théorème 1 

Lemme 8. Soit f G ^(ID^) ne s'annulant pas sur B x B. Alors il existe 
M > tel que 

1 



Preuve. Supposons que ||/||oo ^ 1- Puisque l'application log |/(-, fw)!"-'^ est 
positive et harmonique sur D, il existe une mesure positive /x = /x^ sur T 
telle que 

log\f{z,w)\-' = ^ y""2^^1og|/(e^^,«;)|-idMv^) (^eB). 

On obtient donc 

log\f{z,w)\-^ <2log\f{0,w)\-Hl-\z\r^. 

Par conséquent 

\og\fiz,w)\-^ ^M{l-\z\)-\ 
où M = 2sup{log|/(0,w)|-i : weB}. □ 

Le résultat suivant est dû à H.Hedenmalm [6j, proposition 1.2. 

Lemme 9. Soit f € A{IS>'^) telle que Zj C {1} xB. Alors les trois assertions 
suivantes sont équivalentes: 

(1) f{-,w) est une fonction extérieure pour tout w S B, 

(2) lim (1 — r) log \ f{r, w)\ = pour tout € B, 
r-^i- 

(3) lim in£ (1 — r) log |/(r, îi;)| = 0. 
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Nous aurons besoin du principe de Phragmén-Lindelof suivant (voir [8j). 

Lemme 10. Soit (p une fonction analytique sur C \ {1} et soit e > 0. On 
suppose que 

ii) m)\ < (|A|-iW ' 1<|A|<2, 

(a) \(f>W\ < C2exp^— 1^ , |A| < 1, 

(m) \4'ix)\ ^ c^exp , X < 1, 

1 — X 

où les ci,C2,C2 sont des constantes positives, N est un entier et Cg est une 
constante qui dépend de e. Alors (f) est un polynôme en de degré inférieur 
ou égal à N. 

Preuve du Théorème 1. Supposons que (/) = /_^+ (Zf). Il est 

clair que pour tout u; G D on a -^^(d)(/(-, 'w)) = -f^{D)('^/(-,to)) ^t donc f{-,w) 
est extérieure. 

Supposons maintenant que ||/||o,/3 < 1 et que f{-,w) est extérieure pour 
tout w £ B). Notons par vr la surjection canonique sur ^ associée à 
(/), et par u la fonction définie par u{z, w) = z. Comme Zf = {1} x B, 
le spectre de ■k{u) est réduit au singleton {1}. Par conséquent l'application 

c/>(A) = (A-7r(n))-i 

est analytique sur C \ {!}. Nous allons montrer que (j) satisfait les trois 
conditions du Lemme [TUl Pour 1 < |A| < 2 on a: 

n>0 n.>0 ^' ' ' 

Pour |A| < 1, on pose 

f{z,w) - f{X,w) 

Lx{f){z,w) = 



si z ^ \ 



Q ' (18) 

—f{X,w) si z = \. 

< oz 



On obtient 



\L\{f)\\a,f3 = \\ E ""'™( ^^)w'^\\a,(3 



n,m=U 



E an,m(^""' + ^"''A + ... + A"-iKl„,^<|^< ^ 



1-|A| - l-|Ai' 

n,m=0 ' ' ' ' 

De l'équation ([TH]) . on a 
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On pose 

5(A) =mf{|/(A,u')| : wen}. 
Puisque Ci{ô,Ai3) < c/^^+^Z'^ on obtient 

ll*<^'« ^ (l-|A|)(W^'/^ - 
D'après le lemme[8l il existe une constante M > telle que 

M 

U{X)\\<e^\, |A|<1. (20) 

Puisque f{-,w) est extérieure pour tout w £ D, d'après le lemme [H pour 
tout e > , il existe une constante > telle que 

ô{r)>Cee^, 0<r<l. (21) 

On obtient alors 

\\4>{r)\\ < Cee^ , 0<r<l. (22) 

Soit g G (-^0/3/-^^+ (/))*! dual de •^q^/-^_4+ (/)• D'après les équations 
(HZD, dSD]) et (I22I), la fonction 

vérifie les conditions du lemme [TUl On en déduit que (pg est un polynôme 
en de degré 1. Donc 7r(l — -u) = et /_^+ (/) 2 ({1} x B). L'autre 
inclusion est triviale. Ce qui termine la preuve du théorème [H 



4. Preuve du Théorème 2 

Commençons d'abord par établir quelque lemmes qui nous serons utile 
dans la preuve du théorème [21 

Lemme 11. Soit f G H~(B2) et soient a,(3 e [0, 1[. On suppose que 
f{;0), dj{;0) G A+ et que /(O, •), ô^/(0, •) G S'il existe < e < 

2inf{(l-a),(l-/î)} teZ que 

f U fl ^ /(^^ - kl)'^'^"^"'(l - |u;|)2(i-/3)-^dA(z)(i^(u;) < +00, 

alors f G ^+^. 
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Preuve. Nous avons 

f{z,w)=J2{j2(^n,mW^)z'' 

n m 

= XI ( XI «n.mîi^™)^" + X '^".O^" + X (^n,iz''w+ 
n>2 m>2 n>0 n>0 

+ X ^0,mW"' + X ahmZw"^. 
m>2 m>2 

= X (^-("^)) ^" + 0) + ^^«'/C^, 0) 

n>2 

+ (/(O, - ao,o - ao,l^^;) + zd^fiO, w) - ai,o - ai,iiy). 
où bniw) = Yl an,mw'^- Donc 



m>2 



X X l"»'-Ki + + "^)^ = X ( X l«-.-Ki + "^)^) (1 + 

n>2m>2 n>2 m>2 

m>2 ^ n>2 m>2 



n>2 



n>2 

^4 



Ce qui termine la preuve. 

□ 

Lemme 12. Soit u la fonction définie sur par 

{l-z){l-w) 



u{z, w) :- 



[(l-z)V2 + (l-u;)l/2]2- 

Alors u vérifie les propriétés suivantes: 

(1) \u{z,w)\>imî{\l-z\,\l-w\}, 

(2) Im (n) := {u{z,w) : {z,w) G D^} C {z G B ; \l - z\ < 1}, 

(3) e Al^. 



IDEAUX FERMES D'ALGEBRES DE BEURLING 



15 



Preuve. Pour montrer (1), il suffit de remarquer que 

1(1 _ ^)l/2 + (1 _ ^)1/2| > [(1 _ ^)l/2 ^ (^ _ ^)l/2] 



>max{Re (l-z)^/^Re (l-u')^/^} > cos - max{|l - |1 - -u;!^/^}. 

(2). Puisque {z € B : |1 - z| < 1} = {z G C : Re (z) > \z\^/2}, pour 
{z,w) G 1D)2, Re (1/(1 - z)) > 1/2 et Re (1/(1 - w)) > 1/2 et 



Re^^ = Re 



1 Nl/2 / 1 xl/2 



2 1 

> -. 

- 2 



.1 — 2:/ VI — îi)/ 

Donc u{z,w) € {z € B : |1 - z| < 1}. 
(3). Nous avons 

(9'' 2f N _ (l-z)(l-u;) 45 (l-z)(l-u') 



;u {z,w) 



dz^dw'^ ' ' ' 2 [(1 - z)V2 + (1 _ y;)l/2]8 2 [(1 - z)l/2 + (1 _ ^t,)l/2]6 ' 

On a 



2(z,îi;)î2(l - \z\y-"{l - \w\)^-'^dA{z)dA{w) < 

(1 - |z|)^-"(l - |u;|)^-^d^(z)dA(u') < Ca,/3. 



dz^dw"^ 

1 1 



|1 — z|2 |1 — tt;|2 

Le résultat découle alors du lemme [TT] avec e = min{l — a,l — /?}. 

□ 

Preuve du théorème [2] : Soit u la fonction du lemme [T2l On pose v := 
V?, on a V G Soit vr : ^ — > (/) la surjection canonique. 

Le spectre de ■n{v) est réduit à {0}, donc l'application 

^{\) = {\ - ir{v))-' 

est analytique sur C\{0}. Le lemme [T2] entraîne que 

Im {v) C 5 := {z € C\] - cxd, 0[ : jz^/^ _ i| < i}^ 

D'après le Lemme U] on a C\{ô,Aa,p) < cô~''^°''i^ . Donc il existe un entier 
tel que pour tout A < on a 

MA)ll<ll(A-.)-|Uj^<5-jïl^<p^. (23) 

Soit A 7^ 0. On pose 

5{\) :=inf{|A-î;(z,u;)l + |/(z,îi;)| : (z,w) G B^}. 

Soit 



Sa := {{z,w) G : \v{z,w) - A| < |A[/2}. 



Nous avons 



\\-v{z,w)\ + \f{z,w)\ > \X-v{z,w)\ > ^, {z,w) i Qa 
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D'après le lemme \Ï2\ on a 

mf{|l - zp, |1 - wp} > ci\v{z,w)\ > ci[A[/2, {z,w) £ Qa, 
donc, pour tout e > 

\X-v{z,w)\ + \fiz,w)\ > >c,e-^l^l"'^', iz,w) S Qa- 

Par conséquent 

Ô{X) > c,e-^l^l"''. (24) 
D'après le Lemme [SJ il existe /ii,/i2 S -^a p 

r iX-viz))hi{z) + fiz)h2iz) = l, 

l l|/^i||^,^ + 11/^211^,^ <5(A)--". 
De l'inégalité ([24l) . nous obtenons 

ll¥'(A)||a,/3 = ||(A - 7r(7;))'^|U,/3 = ||vr(/ii)||^,/3 

< <5(A)-^-./3/2 < ce^l^l"'^', (25) 

Soit 5 G (^+^//_^+^ (/))*. On définit (^g par 

A — > (pg{X) ■■=< <ç{X),g > . 

Le théorème classique de Phragmén-Lindelôf appliqué à la fonction ipg nous 
permet de déduire, en utilisant les inégalités ([23|) et (p5|) . que sçg est un 
polynôme en 1/A de degré inférieur à 2N. Le théorème de Banach-Steinhaus 
nous donne 7r(t>)^^ = et v^^ G 1^+ (/). Soit maintenant la fonction g 

définie par 

g{z,w) = {l - z){l - w){{l - z)^/"^ + {l - w)^'"^)^^ {z,w) G 
Puisque 

v^''g{z,w)={l-zf''+\l-wf''+\ 

(1 — z)'^^+^(l — wY^^^ G (/). Pour conclure il suffit de remarquer que 
pour tout n 

V ((1 - zTil - wT) = ((1 - z){l - w)) = ({1} X lui X {!}) 

a,p CK,P Ot.jD 

ce qui termine la preuve. 
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